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1. Los niimeros complejos, operaciones y propiedades 1.1 El cuerpo C de los niimeros complejos

1 Los nimeros complejos, operaciones y propiedades

1.1 El cuerpo C de los nimeros complejos
Se define el conjunto de los nimeros complejos:

C={z=(x,y) : x,y € R},
Operacion suma + : C x C — C definida para (x1, y1), (x2, y2) € C

(x1,01) + (2, y2) = (a1 + X2, 51 + y2)
Propiedades de la suma
1. Asociatividad: (z1 + 2) + z3 = z1 + (22 + z3), V71,2, 23 € C.
2. Elemento neutro (e. nulo o cero): 3(0,0) € C/(0,0)+z =2+ (0,0) =z, Vz € C.

3. Elemento simétrico (opuesto): Vz = (x,y) € C el elemento (—x,—y) =1 —z€ Cy
verifica z + (—z) = —z +z = (0,0).

4. Conmutatividad: zy + 2o =2z + 7, V7,2 € C.

(C,+) es un grupo (prop. 1+2+43) conmutativo o abeliano (prop. 4)
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1. Los nimeros complejos, operaciones y propiedades 1.1 El cuerpo C de los nimeros complejos

Operacion producto - : C x C — C, definidas para (x1,y1), (%, y2) € C
(x1,01) - (2, y2) = (a2 — y1y2, xay2 + x2x1)
Propiedades del producto
1. Asociatividad: (z1 - 2) - z3 =21 (22 - z3), V71, 25,23 € C.
2. Elemento neutro (e. unidad o uno): 3(1,0) € C/(1,0)-z=2-(1,0) =2z, Vz € C.
3. Elemento simétrico (inverso): Vz = (x,y) € C\ {(0,0)} el elemento

X 4 — 1 yarifi -1 _ 1.,
(x2—|—y2’_x2—|—y2) =iz tverifcaz-z7' =z"1-z=(1,0).

4. Conmutatividad: z, -z = 2, - z;, Vz;, 2 € C.

(C\ {(0,0)},-) es un grupo conmutativo o abeliano
Distributividad del producto respecto a la suma

Vzi,20,23 € Csetieneque z1 - (o +z3) =21 - 22+ 21 - Z3.

(C,+,-) es un cuerpo conmutativo
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1. Los niimeros complejos, operaciones y propiedades 1.1 El cuerpo C de los niimeros complejos
De los axiomas de cuerpo conmutativo se deducen, entre otras, las siguientes

Propiedades En (C, +, -) se verifica:

El cero y el uno son Unicos.

El opuesto de z € C es tnico y el inverso de z € C\ {(0,0)} también es tnico.

El producto de cualquier niimero complejo por cero es cero.

Para todo z € C se verifica que —z es el producto de z por el opuesto de la unidad.
Si el producto de dos niimeros complejos es el cero, alguno de los dos debe ser el cero.

Lol S

El producto permite definir:

Divisién de nimeros complejos: Si z;,z, € Cy z, no es el cero, la division o cociente

de z; entre z, es
—1 Z1
72z = —
)

NOTA: La propiedad 4 se reformula: C no tiene divisores de cero.

La divisidon compleja tiene propiedades semejantes a la de los nlimeros reales y se deducen

de la definicién y de los axiomas de cuerpo trivialmente.
4/32

1. Los niimeros complejos, operaciones y propiedades 1.1 El cuerpo C de los niimeros complejos

Relaciéon entre los cuerpos Ry C

¢p:R— C
x — (x,0)

1. ¢ es un homomorfismo de cuerpos: ¥ x;,x; € R
d(x1+x) = (x1+ x,0) = (x1,0) + (x2,0) = ¢(x1) + ¢(x2),
</5(X1 : Xz) = (X1 X2, 0) = (X1; 0) : (X2, 0) = qb(xl) ) ¢(X2)-

2. 9(R) ={(x,0) : x € R} es un subcuerpo de C: Si z;, z, € ¢(R) entonces
71 = (x1,0), z2 = (x2,0) con xi, x, € Ry se verifica

z1+ 2 = (X1 + X, 0) € (b(R)
71 -2 = (x1-x,0) € ¢(R)
3. ¢ es una aplicacién inyectiva.

¢ es un isomorfismo de cuerpos entre R y ¢(R)
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1. Los nimeros complejos, operaciones y propiedades 1.1 El cuerpo C de los niimeros complejos
Dado x € R, el isomorfismo ¢ entre los cuerpos R y ¢(R) permite identificar

x = ¢(x) = (x,0)

Asi, definiendo la unidad imaginaria como (0,1) =: i, se tiene
z=(x,y)=(x,0)4+(0,y) = (x,0) +(0,1) - (y,0) = x+ iy  Forma binémica
Se denomina parte real de z a x =: Re z, y parte imaginariade za y =: Imz.

@ (R,+,-,) es un cuerpo conmutativo ordenado y completo, pero no es
algebraicamente cerrado.

@ (C,+,-,) es un cuerpo conmutativo completo y algebraicamente cerrado.

© C es el menor cuerpo algebraicamente cerrado que contiene a un subcuerpo
isomorfo a R.

Q (C,+,-,) no es un cuerpo ordenado.
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1. Los nimeros complejos, operaciones y propiedades

La aplicacion conjugado

La biyeccion

1.1 El cuerpo C de los niimeros complejos

C — C

Z=X+Iyr— Z=Xx—1ly

se denomina aplicacion conjugado y se dice que Z = x — iy es el conjugado de z = x + iy.

Propiedades
1. Es un isomorfismo en C

71+ z, =714+ 2
712y =271 22

}Vzl,ZQ eC

Obviamente, el conjugado de un cociente es el cociente de conjugados.

2. Z =z paratodo z € C.

3. Z=2zsiysdlosi z € R; luego la aplicacién conjugado deja fijo cada elemento de R

y, por tanto, también a R.
4. Para todo z € C se tiene

1. Los nimeros compl

z+z
2

lejos, operaciones y propiedades

z—2Z
2i

1.2 El espacio vectorial normado de los niimeros complejos

Imz =

Rez =

1.2 El espacio vectorial normado de los nimeros complejos

Dada - :RxC —C
(N, z)— Az

(C‘/ =+, ) es

Representacion grafica

A(p-z)=A-p) -z, VA pe RAVzeC
l-z=2z VzeC

AN(zn+2z)=Az1+ X2z, VAERAVZ,2€C
AN+p)-z=Xz+p-z, VA pe RAVzeC

un espacio vectorial sobre el cuerpo (R, +,)

Y Y 7 Y
Z=x+iy Aoy
N - /
| ’
ilm z=i ! Ry
y : . Z]. 7
| z Z1 z Ky
| J
I /
| 21~
| Z
X X ’
Re z=x X
-Z2 /- ’
1. Los nimeros complejos, operaciones y propiedades 1.2 El espacio vectorial normado de los niimeros complejos
La aplicacion moédulo v
| ’ :C — R 7=x+iy

1. |z >0, Vze C. Ademss, |z]| =0 <= z=0.

Propiedades

9 Rez <|Rez| < |z
T lmz <|lmz| < |z|

3. |z| =|z|] = | — 2|, Vz

4. |z]>=z-z, VzeC.

. Dados z;, 2, € C, se t

z=x+1iy — |z| = /X2 + y? ilmz=iy ’

}VZG(C.

Rez=x

eC.
En consecuencia, z7! = Z/|z|?, Vz # 0.

iene |z - zo| = |z1] - |z| y si z2 # 0, a

En particular, |A-z| =|A| - |z], VAeR AVze C

6. Desigualdad triangular: |z + 2| < |z1| + |z|, Vz,2z € C.

7. Desigualdad triangular inversa: |z; — z| > ||z1| — |z]||, Vz1,2 € C.
1+5+6 =] es una norma en C (norma euclidea)
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1. Los niimeros complejos, operaciones y propiedades 1.2 El espacio vectorial normado de los niimeros complejos

C y R? son equivalentes como espacios vectoriales normados:
((:>4F7'7|’) ~ (E§27‘%7'7" H2)
donde || ||» denota la norma euclidea en R? y - es el producto por escalares.

Nota: La métrica asociada a la norma euclidea en C, denominada métrica euclidea, es
la aplicacién

d:CxC—R

21,.2) — d(z1,20) = |z1—20| —
(z1,22) (21, 22) = |21 2] d(z,2), V21,22 € C

= d(
< d(zl,23)+d(z3,z2),V21,22,23 eC

C y R? son equivalentes como espacios métricos: (C, d) ~ (R?, d,)
donde d» indica la métrica euclidea en R2.
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1. Los niimeros complejos, operaciones y propiedades 1.3 Forma exponencial de un nimero complejo
1.3 Forma exponencial de un nimero complejo Y p—
Si z € C\ {0} queda determinado univocamente por
e Distancia al origen: |z| =: p D, y=psend
e Angulo entre el eje real Coord. polares de z yy
positivo y el vector de posicién: \e
., . X = pcosf A X
Relacién coord. cartesianas y polares de z x=pcosd
y = psend
De la periodicidad de las f. trigonométricas y la férmula de Euler, e =: cos + isen §:

z = p(cosf+isend) = p(cos(0+2km)+isen(0+2kn)), k € Z Forma mddulo-argumental

z = pe' = pel0+2km) | c 7, Forma exponencial

Re Im
El conjunto arg z =: {«96R L cosf = ——Z A senf = 2

—} se llama argumento de z
] ]

Ejemplo 1. Célculo de argz Vz € (RU{iy : y € R}) \ {0} y forma exponencial.
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1. Los nimeros complejos, operaciones y propiedades 1.3 Forma exponencial de un nimero complejo

Determinaciones del argumento

Sea z € C\ {0}.
© Se define:

e Valor o determinacién del argumento de z: Cada valor 6 € argz
e Valor principal del argumento o argumento principal de z: Argz =0 € argzN (—m, 7|
@ Dado a € R existe un tnico 0, € argz N (o, o + 27]. Notamos 6, =: arg,, o2, Z-
En particular, arg(_, .; z = Arg z. Andlogamente para [a, o + 27).

Z2
Argz,
X
o= Argz,
arg(a,cx+2n] Z;
Z;
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1. Los niimeros complejos, operaciones y propiedades 1.3 Forma exponencial de un nimero complejo

Observacioén:

01,0, € arg z <= Jk € Z tal que 0y = 0, + 2km |.

Luego, si se conoce una determinacién del argumento de z, por ejemplo Argz, para
encontrar otro valor 6, = arg, . 0. Z basta tener en cuenta que 0, = Argz + 2k,,
para algln k, € Z, y encontrar k, como solucién de

a < Argz + 2km < a+ 2.

Calculo de Argz Vz € C\ {0}:

((—m/2 six=0Ay<0
arctan 2 six>0

X
/2 six=0Ay>0

Argz = Arg(x + iy) =

arctan}—/—Hr six<0Ay>0
X

\ arctan)—/—ﬁ six<0 A y<O0
X
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1. Los niimeros complejos, operaciones y propiedades 1.3 Forma exponencial de un nimero complejo
Y
HH TT|
i arctant +
Arg(x+iy) -
I
arctan(y/x)+Tt arctant
. Arg(x+iy) t
T X
arctan(y/x) -T72
Arg(x+iy)
I arctant-Tt
arctan(y/x)-mt -t
Ejemplo 2. Dado zy = —v/3 + i, célculo de Argz, y de arg(_sr/2,x /2] 20-
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1. Los nimeros complejos, operaciones y propiedades 1.3 Forma exponencial de un nimero complejo

Propiedades de los argumentos
Proposicion 1.

1. e/it92) = ¢i1 . e para cualesquiera 01,0, € R.
2. e =e " y 1/e? = e " para todo € R.
3. e/(h=02) — ¢i% /i% para cualesquiera 6,6, € R.

Corolario 1.1. Se verifica:

1. Dados z;,z, € C\ {0}, si 01 € argz; y 0, € arg z, entonces 61 + 0, € arg(z; - z) y se

I )
cumple 72 = ’ZIHZ2| el(91+92).

2. Dado z € C\ {0}, si 0 € arg z entonces —0 € argz N arg(z™!) y se cumple

Z=lzle” y zl=|z| e .

3. Dados 7,2, € C\ {0}, si 01 € argz; y 0, € arg z, entonces 01 — 0, € arg(z1/2) y se
cumple

71/2, = |7||z| 7t 1702, .



1. Los niimeros complejos, operaciones y propiedades 1.3 Forma exponencial de un nimero complejo
Ejemplo 3.
a) Determinacién de la forma exponencial de zy = (v/3 4 i) - (V2 — iVv2).

b) Calculo de M

(—V3+i)?

Corolario 1.2. Se verifica:
1. Dados 71,2z, € C\ {0} y a1, a5 € R, existe a3 € R tal que

arg(a1,a1+27r] Z1 + arg(ag,a2+27r] 22 = arg(a3,o¢3+27r](zl : 22)

2. Dados z € C\ {0} y a € R, existe 3 € R tal que

arg(a,a+27r](z_1) = arg(a,a+27r](2) = arg(B,BJrZﬂ’](Z)

3. Dados 71,z € C\ {0} y a1, ap € R, existe a3 € R tal que

arg(al,a1+27r] Z1 = arg(a27a2+27r] 2 = = arg(a37a3+27r](zl/z2)
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1. Los niimeros complejos, operaciones y propiedades 1.3 Forma exponencial de un nimero complejo

Observacion: Las igualdades del corolario 1.2 son falsas si las determinaciones del
argumento estan en el mismo intervalo.

Ejemplo para el producto: Sean z; = iy z, = —1, entonces:

Arg(z - 22) = Arg(—i) = —/2

Argz +Argz, = I + 1 = 31/2 } = Arg(z1- ) # Argz1 + Arg 2,

Ejemplo para el inverso:

argpony(z77) # —argpanz VzeC\{xeR: x>0},
pues —2m < —argp oy z <0
Ejemplo para el cociente: Sean z; = iy z, = —1, entonces:

arg[ogﬂ)(zl/zz) = arg[0,27r)(_i) = 3m/2 7
- ¢ = aAr8pon | — | #ar8oar) 21280 2r) 22
ooy 21 — AMGoon) 22 = 5 — T = 22
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1. Los nimeros complejos, operaciones y propiedades 1.3 Forma exponencial de un nimero complejo

Sin embargo,

Proposicion 2. Se verifica:
1. Dados z;,z, € C\ {0} y a € R, existen ki, ko € Z tales que

Arg(q,at2q] 21 T Ar(q at2n] 22 = arg(a,a+27r](zl $20) + 2ky .

aArg(a,a+2rx] 21 — A8 (,a42r] 22 = arg(a,a+27r](zl/ 22) + 2kom.

2. Dados z € C\ {0} y o € R, existe k € Z tal que

arg(a,a+27r](zil) = - al’g(a7a+2w] z+ 2km.

3. Size C\ {x € R:x <0} entonces

Arg(z')=—Argz VzeC\{xeR:x<0}.
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1. Los niimeros complejos, operaciones y propiedades 1.3 Forma exponencial de un nimero complejo

Interpretacion geométrica del producto de nimeros complejos
Teniendo en cuenta la Corolario 1.1:

Y
Zo
Zl'ZQ _ o Z2
,/ el 0 \\Zl 0 . l\ 1
/ 2 \ 2 oy
I/ ~, \\ \\l'
I \ \
| 5, \ 6, !
T T
\ ! X \ I’l X
\ / \ /
\ / \ /
| JCo=lz: |2]=1} | o
N 4 0 : N , <0
\ ’ N ,
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1. Los niimeros complejos, operaciones y propiedades 1.4 Potencias y raices de niimeros complejos

1.4 Potencias y raices de nimeros complejos

Potencias de un nimero complejo

. .. . . n)
Dados z € Cy n € N, la potencia n-ésima de z es el nimero complejo z" S Ze
Se define z° = 1.

Proposicion 3. Dados n, m € N, se verifica:
ZN . zm — Zn+m
1. Para todo z € C se verifica ¢ (z")™ = z"

(zH)r= (2" siz#0

2. Dados z1, 2z, € C se verifica zj - z§ = (z1 - z)".
Proposicién 4. Si z € C\ {0} y § € arg z entonces z" = |z|"e™™ para todo n € N.

(efe)n =e" VYneN

Nota: Si [z[ =1= { Férmula de Moivre

(cosB + isend)"” = cos(nf) + isen(nf) VneN

12
5 /6
Ejemplo 4. Cilculo de [ Y2+ Y0\
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1. Los nimeros complejos, operaciones y propiedades 1.4 Potencias y raices de niimeros complejos

Raices de un nimero complejo
Dado n € N, se dice que w € C es raiz n-ésima de z € C si w" = z. Se denota

" ={weC:w"=z}.

Proposicion 5. Dados n € Ny z € C\ {0}, se cumple

Zl/n_{n

Observacioén:

zlei(9+2k7r)/n . beargz
' k:ko,k0+1,...,k0+(n—1)/\koEZ '

e Si z =0, la tnica raiz n-ésima de z es 0, que es la tnica solucién de w" = 0.
e Sin=2yzeC)\ {0}, entonces

2 {:i: |Z’ei(Argz)/2}'

o Graficamente las raices n-ésimas de z se distribuyen uniformemente sobre la

circunferencia de centro el origen y radio /|z|, siendo la amplitud del sector
determinado por dos raices consecutivas de 27 /n radianes.
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1. Los niimeros complejos, operaciones y propiedades 1.4 Potencias y raices de niimeros complejos

Ejemplo 5. Célculo de las raices cuadradas de zy = —1 + iv/3 y de las raices octavas de
la unidad.
Y
==

-0R/2 +i0p/2 -~

oS
.

-0p/2 i OE/>“/\\~

S

STel -

Representacién de las raices octavas de la unidad
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2. Topologia del plano complejo C y del plano ampliado C, 2.1 Topologia usual de C

2. Topologia del plano complejo C y del plano ampliado C
2.1 Topologia usual de C

Definiciéon. Sean zp € Cy r € R tal que r > 0. Se define:

a) Disco abierto de centro zy y radio r: D(z,r) ={z€ C: |z —z| < r}.

b) Disco cerrado de centro z y radio r: D(zy,r) = {z € C: |z — z| < r}.

c) Disco perforado de centro zy y radio r: D*(zy, r) = D(zo,r) \ {20}
Definicion. Clasificacién de puntos respecto a un conjunto: Sean Q C Cy zy € C.
a) zy es un punto interior de Q si 3r > 0 tal que D(zy,r) C Q.

b) zy es un punto exterior de Q si es un punto interior de C \ €.

€) zo es un punto aislado de Q si 3r > 0 tal que D(z5,r) NQ = {z}.

d) zy es un punto de adherente de Q si Vr > 0 se verifica D(zg, r) N Q2 # 0.

e) 7y es un punto de acumulacién de Q si Vr > 0 se verifica D*(zg, r) N Q # 0.
D(ZO7 I’) N Q 7£ @
Dz, AN (C\Q) £0. o

2. Topologia del plano complejo C y del plano ampliado Coo 2.1 Topologia usual de C

f) zp es un punto frontera de Q2 si Vr > 0 se verifica

El conjunto de puntos interiores de €2 se llama interior de €2 y se denota 2.

El conjunto de puntos exteriores de Q2 se llama exterior de Q y se denota Ext(2).
El conjunto de puntos aislados de Q se denota /().

El conjunto de puntos adherentes de € se llama adherencia o clausura de Q y se
denota Q.

e El conjunto de puntos de acumulacién de 2 se denota .

e El conjunto de puntos frontera de 2 se llama frontera de Q y se denota Fr(Q).

Propiedades inmediatas Sea Q2 C C, se verifica:

QcacQ  2.QcQ ch

Q) CFr(Q) cQ e I(2)NQ=0.

C= QU Ext(2) U Fr(2) y estos conjuntos son disjuntos dos a dos.

Q=Q UI(Q) y esta unidn es disjunta, esto es, Q' N I(Q) =0 .

Q= QU Fr(Q2) y esta unién es disjunta, esto es, QN Fr(Q) = 0.

Q=QuUqQ.

Ejemplo 6. Obtencién de Kol Ext(Q), /(Q), ', Qy Fr(Q), cuando

a) Q = D(z,R), siendo zp € Cy R > 0. b) Q={1/n: ne N}, )%

No ok W=



2. Topologia del plano complejo C y del plano ampliado Co 2.1 Topologia usual de C

Espacios topolégicos generales

Definicién. Dado un conjunto X # (), una coleccién 7 de subconjuntos de X, esto es
T C P(X), es una topologia en X si verifica:

1. 0,XeT.

2. Si{Aj}jes C T, donde J es un conjunto arbitrario, entonces Ujej AeT.

3. SiAj,A, € T, entonces Ay NA, € T.

Se dice que (X, 7)) es un espacio topoldgico y los elementos de 7 conjuntos abiertos.
El complementario de un conjunto abierto se denomina conjunto cerrado en (X, T).

Proposicion 7. Si (X, T) es un espacio topoldgico, entonces () y X son conjuntos
cerrados, la interseccién arbitraria de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado y la
unién finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

Proposicion 8. Sean (X, T) un espacio topoldgicoy S C X. La familia de subconjuntos
de S definida como 7s = {SNA : A € T} es una topologia en S, denominada topologia
relativa a S respecto a (X, 7).
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2. Topologia del plano complejo C y del plano ampliado C, 2.1 Topologia usual de C

Proposicion 9. La familia 7T ={Q CcC : Q= Q} es una topologia en C denominada
topologia usual o estandar de C.
Observacion:

e Q C C es un conjunto cerrado <= Q= Q <= Fr(Q) c Q <= Q' c Q.

e Dado 2 C C, en el conjunto ordenado (P(C), C), Q es el mayor abierto contenido
en Q y € es el menor cerrado que contiene a €.

e Existen conjuntos que no son ni abiertos ni cerrados: El conjunto
Q = D(zp,R) \ {2z} verifica Q = D*(z,R) #Q y Q= D(z,R) # Q.

e Todo disco abierto es un conjunto abierto, todo disco cerrado es un conjunto
cerrado. Toda circunferencia es un conjunto cerrado.

Ejemplo 7. La topologia relativa a R respecto a (C,7) es la topologia usual de R, es
decir, la familia formada por uniones arbitrarias de intervalos abiertos, Ry ().
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2. Topologia del plano complejo C y del plano ampliado Coo 2.1 Topologia usual de C

Compacidad y conexion

Definicion. Sea (X, 7T) espacio topoldgico. K C X es compacto si para toda familia
§={Aj}jes CT tal que K CJ;c,A; existe una subfamilia finita {A N, C F tal que
K C UnN:1 Aj,. Si K = X se dice que (X, 7T) es un espacio compacto.

Ejemplo 8.

a) Dado un espacio topoldgico (X, 7)), el conjunto vacio y todo conjunto finito son
conjuntos compactos.

b) (C,T) no es un espacio compacto: Por ejemplo, de la familia § = {A,}52, C T,
donde Ap =C\ Ny A,=D(n,1/2)Vn € N, y cuya unién es C, no existe ninguna
subfamilia finita cuya unién cubra C.

Definicion. Q C C es acotado si IM > 0 tal que Vz € Q se verifica |z| < M.

Observacioén:
e Todo subconjunto de un conjunto acotado es acotado.
@ La unidn finita de conjuntos acotados es acotado.

Teorema de Heine-Borel. Dado (C,T), un conjunto K C C es compacto si y sélo si
K es un conjunto cerrado y acotado.

Ejemplo 9. Los discos cerrados y las circunferencias son conjuntos compactos. 27/32



2. Topologia del plano complejo C y del plano ampliado Co 2.1 Topologia usual de C
Definicién. Dado (X, T) espacio topolégico, S C X es conexo si A, B € T tales que
1. SC AuUB. 2.SNA#DySNB#0. 3. SNANB = 0.

Si A, B € T cumpliendo 1,2 y 3, se dice que S es no conexo y que A y B separan o
desconectan S. También se dice que el par de conjuntos Ay B es una separacién de S.

Ejemplo 10. En todo espacio topoldgico (X, T), 0 y S = {x} son conexos Vx € X.

Proposicion 10. Sean z,2,...,2, € C, zx # zs1 Vk=1,...,n— 1. Se cumple:
e El segmento [z1, 2] = {zs + AM(z2 — 1) : 0 < A < 1} es conexo en (C, 7).
e La poligonal [z1, ] U [z, 23] U ... U [z,-1, z,] es conexo en (C,T).

Definicion. Q2 C C es conexo por poligonales si dados z, w € Q existe una poligonal
contenida en € que une z y w.

Proposicion 11. Dado el espacio topolégico (C,7)y Q2 C C, se cumple:
e Si Q es conexo por poligonales = ) es conexo.
e Si Q2 es un conjunto abierto, se verifica

Q2 es conexo <= ) es conexo por poligonales.
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Definicion. Dado () # Q C C, Q es un dominio si es abierto y conexo en (C, 7).

Ejemplo 11. Son conjuntos no conexos en (C, T):
a) Todo conjunto S C C finito y con mas de un punto.
b) S=D(-1,1)UD(1,1).

Ejemplo 12. Son conjuntos conexos por poligonales en (C, T):

a) C.

b) Toda recta.

c) Todo disco abierto, todo disco cerrado y todo disco sin parte de su frontera.

d) El conjunto S U {0}, siendo S el definido en el ejemplo 11.

e) El peine del topdlogo:
P:{XE]R:OSXS1}U{iy:y€R/\O§y§l}U{%—l—iy:nEN/\Ogygl}

Ejemplo 13. Son conjuntos conexos pero no conexos por poligonales en (C,T):
a) Toda circunferencia.
b) P\ {0}, donde P es el peine del topdlogo.

Observacion: C conexo = {), C son los tnicos abiertos y cerrados a la vez en (C,T).
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2. Topologia del plano complejo C y del plano ampliado Coo El plano complejo ampliado y la esfera de Riemann

2.1 El plano complejo ampliado y la esfera de Riemann

Proposicion 12. Dado el conjunto C,, = CU{o0}, donde oo representa un elemento que
no pertenece a C, la familia 7., = T U{C, \ K : K C C es compacto} es una topologia
en C, tal que Too|lc =T.

Proposicion 13. (C.,7) es un espacio compacto y conexo.
La esfera de Riemann y la proyeccion estereografica

Cs se identifica con la esfera de Riemann S = {(a,b,c) eR® : ®+ b>+ 2 =1}
mediante la proyeccién estereogréfica ¢ : S — C U {oo} definida
2 i G(abc)es\ {(0,0,1)}
I_I(C(ajbjc): 1—C 1—C Y Y ) ) Y
00 si (a,b,c) =(0,0,1).
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2. Topologia del plano complejo C y del plano ampliado Co El plano complejo ampliado y la esfera de Riemann

N(0,0,1)

(a,b,c) = Tg(x+iy)

\x+iy:HC(a,b,c)

2Rez 2Imz |z]>—1 ec

si z

Si Mg = Nzt, se tiene Mg(z) = ZP+1 2P+ 1 |z +1 ;
(0707 1) sl z = 00.

Se puede demostrar que(Cw, 75) ¥ (S, 7.2|s), donde T2|s denota la topologia usual de
R3, son topolégicamente equivalentes.
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s permite definir
2 Z1 — 2o .
2| | - si z1,2 € C,
ViaP+1yz? +1
_ — 2
du(21,22) = d3(Ms(z1). Ns(22)) = ¢ < sizpeCyz = oo,
\/ ‘21‘2 +1
0 Si 21 = zZp = 0.

\
donde d; denota la distancia euclidea en R3.

Algunas propiedades de d,,

1. d. es una distancia en C,, denominada distancia cordal.

2. d, es acotada y alcanza su mayor valor si MNg(z;) y MNs(2) son puntos antipodas
sobre S: d(0,00) = d5((0,0,—1),(0,0,1)) = 2.

3. La topologia que induce d,, en C, es Tu.

4. La distancia cordal no extiende la métrica euclidea; ademas no existe ninguna métrica
en C4 que induzca la topologia 7., v, a la vez, extienda la métrica euclidea de C.
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